Glava 1

Z transformacija

1.1 Pojam z transformacije

U elektrotehnici se vrlo ¢esto susre¢emo sa signalima koji su diskret-
nog tipa. To znaci da je radimo sa signalima koji su zadati svoji vred-
nostima samo u diskretnim tackama u vremenskom domenu. Ovakvi
signali mogu biti originalno diskretnog tipa (dobijeni kao rezultat mere-
nja) ili mogu biti rezultat odabira uzoraka neprekidnog signala u vre-
menskom domenu koji predstavlja neprekidnu funkciju.

Posmatrajmo neprekidnu funkciju f(¢) koja predstavlja nepreki-
dan signal. Ukoliko izvrsimo ravnomernu diskretizaciju ovog signala,
tj. odabiramo vrednosti funkcije u jednakim vremenskim intervalima
duzine T, diskretizovana funkcija predstavlja niz vrednosti {f(nT)}.,.
Diskretnu funkciju éemo oznaciti sa f*(¢) i ona predstavlja niz brojeva.
Sa § ozna¢imo Dirakovu (impulsnu) funkciju 6(t) = { (1)’ i;g . Za

Dirakovu funkciju vazi da je

OR RS

(i) /foo S(t)dt = 1,

[e.9]
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+oo

(i) F(O8(t — a)dt = f(a).

Diskretnu funkciju mozemo odrediti na sledec¢i nacin:

70 = J0) Y8t —nT) = 3 f(nT)5(t - nT).

Laplasova transformacija diskretne funkcije f* ¢e biti:

oo T+

o) = LU 0) = [ 3 FaT)ste —aT)eat
- Z f(nT) /000 §(t —nT)e Pdt = Z f(nT)e ™P.

Uvedimo novu promenljivu z takvu da je z = €¢'? tj. p = zlnz i
ozna¢imo F*(p) sa F(z). Sada je

F(z) = Zf(nT)z’”.

Dodatno primetimo da z transformacija ne zavisi od T, pa uvedimo
uobicajnu notaciju f(n). Period odabiranja vrednosti signala 7" pred-
stavlja faktor slaliranja.

Kao $to se definise i dvostrana Laplasova transformacija (inte-
gralom od —oo do 4+00) za funkcije koje nisu kauzalne, tako uvodimo
i dvostranu z transformaciju po indeksu niza koji prolazi skupom Z
celih brojeva, kojom ¢emo se na dalje i baviti.

Definicija 1.1. Z transformacija niza {f(n)}, definisana je sa

(1.1) ZIf(n) =F(z)= Y fn)=""

n=—oo

pri ¢emu se pretpostavlja da ovaj red konvergira barem za jednu vre-
dnost kompleksne promenljive z.

Z transformacija preslikava brojni niz {f(n)},cz u kompleksnu
funkciju F(z). Z transformacija predstavlja analogon Laplasove trans-
formacije, za diskretne vremenske signale.
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1.2 Svojstva z transformacije

10.

11.

Sa X (z) oznacili smo Z[z(n)].

. Linearnost. Zlaxz(n) + by(n)] = aX(2) +bY (2), (a,be C)

. Vremensko pomeranje (kasnjenje). Z[z(n —ng)] = 270X (2)

Slicnost (modulacija). Z[zgz(n)] = X

. Diferenciranje slike. Z[nxz(n)] = —2—X(2)

Pocetna vrednost. Za kauzalni niz z(n) vazi: z(0) = lim X(z).
Z—r00

. Krajnja vrednost. Za kauzalni niz z(n) i ukoliko se svi polovi

kompleksne funkcije X (z)(1—271) nalaze unutar kruznice |z| = 1,

“.. . BERE _ -1
vazi: nh_{](r)lo z(n) = il_rg(l 2 )X (2).

1 d
. Proizvod originala: Z (z(n)y(n)) = — ¢ X (7)Y (E> —7—7 gde
T

2 T

C
je C' zatvorena kontura u zajednickoj oblasti konvergencije pos-
matranih redova.

Konvolucija originala. Z (z(n) * y(n)) = X (2)Y(2), gde je x(n) *
+00
y(n) = > x(k)y(n — k) konvolucija dva niza.

k=—o0

—+00

1 — (1) dz

P 1 t : Eyk) = — ¢ X(2)Y [ =) —

arsevalova teorema k_z z(k)y(k) 27m']§ (2) <E) o
=—00 C

gde je C' zatvorena kontura u zajednickoj oblasti konvergencije

posmatranih redova.
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12. Periodi¢nost niza. Ukoliko je niz {z(n)}, periodic¢an, tj. x(0) =
z(N), tada je
Xi(2)
X(z2) = =1

gde je Xi(z) z transformacija niza x(0),...,z(N — 1).

1.3 Inverzna z transformacija

Teorema 1.1. Neka je data funkcija X (z) regularna u prstenu P =
{zeC|r<|z| <R}, (0<r < R < +00) Tada postoji jedinstven niz

{zp}nez takav da je Z[z(n)] = X(2), ¢iji je opsti ¢lan

1 X(2)
z(n) = 271 zZl-n
1

Y

gde je [ bilo koja kontura koja obuhvata koordinatni pocetak i sadrzana
je u prstenu P.
Dokaz. Na osnovu pretpostavki tvrdenja teoreme ispunjene su pret-

postavke postojanja Loranovog reda funkcije X (z) za sve take z € P, tj.
funkcija X (z) moze se predstaviti Loranovim redom

“+o0o
(1.2) X(2)= Y cn2",
n=-—o0o
pri ¢emu su koeficijenti ¢, Loranovog reda jedinstveno odredeni sa
1 X(2)
(1.3) =5 P
!
Ako uvedemo smenu n = —k u (1.2) dobijamo da je
+oo
X(z) = Z c_pz ",
k=—o0
odakle sledi da je
1
x(k)=c_p==— (2) d
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Iz jedinstvenosti koeficijenata Loranovog reda sledi da su i ¢lanovi niza x(n)
jedinstveno odredeni.

Napomena. Na osnovu prethodne teoreme mozemo izvesti sledece
zakljucke:

1. Na osnovu Kosijeve teoreme o rezidumima, imamo da je
z(n) = Z Res(X(z);2x), (n€Z),
k=1

gde su zj, singulariteti funkcije X (2) koji se nalaze unutar prstena
P.

2. Teorema 1.1 daje dovoljne uslove da bi funkcija X (z) bila z trans-
formacija nekog niza. S druge strane, ukoliko funkcija X (z) nije
regularna u nekom prstenu P, tada ona ne moze biti z transfor-
macija.

3. Clanove niza x(n) ¢ja je z transformacija data funkcija X(z)
mozemo odrediti razvojem funkcije X (z) u Loranov red u okolini
tacke z = 0 i zapisom u obliku > x(n)z~

n
n=-—oo .

Zadaci

1. Odrediti z transformaciju niza

:L‘(n):{ _Z,bn’ Z;g, (—o0 < a < b< +o0).

Resenje. Z transformacija ovog niza je

-1 +o0o +o00 +o0
X(Z) — § (_e—an) 2 § 6—bnz—n - E My e—lmz—n
n=-—00 n=0 n=1 n=0

400 +oo edy 1
a_\n —b_—1\n



GLAVA 1. Z TRANSFORMACIJA

ez e’z

ebz—1 1 —ez

Ovo vazi samo u slucaju kada je [ez| < 1i e bz—1| < 1,tj. r=e" <
|2| < e7' = R, pa mora biti ispunjeno e < e®.

2. Odrediti z transformaciju nizova:

) x(n):{ ao, nez”

n, TLGNO ’

—a", nel”
DECES b

pri cemu je a € C kompleksan broj.
Resenje.

a) Z transformacija ovog niza je

+oo +oo
X(z2) = Z az™" Z (az™h)"
n=0 n=0

Da bi ovaj niz konvergirao potrebno je da |az™t| < 1, tj. |z| > |a]
i u tom slucaju vazi da je

R \n 1 z
X@ = (@) == (> a])
n=0

b) Z transformacija ovog niza je

-1 +o00 +oo
X(z)=-— Z a"z™"m = — Za‘”z” =1- Za_"z”
n=-—oo n=1 n=0
“+oo
=1- Z (a’lz)n
n=0

Da bi ovaj niz konvergirao potrebno je da |[a™'z| < 1, tj. |z| < |q
i u tom slucaju vazi da je

X(z)=1— — :

= (el < fa)
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3. Odrediti z transformaciju niza z(n) = { 2 —53_ ’ Z 2 gg :

Resenje. Z transformacija ovog niza je

+oo +o0 +oo

X(z) = Z (27" +3 ™) " = Z(Zz)_" + 2(32)_"
1 1 z(12z —5)
B 1—2—lz+1—3% (22132 —1)

Da bi ovaj niz konvergirao potrebno je da [(22)7 < 11 [(32)7} < 1,
tj. |z > 1.

4. Ispitati da li postoji niz z(n) ¢ija je z transformacija funkcija

z4+1
M= a T

z
tacke z.

, 1 ako postoji, odrediti ga u zavisnosti od polozaja

Resenje.

. 0 , n<0
1) |Z|>3: ‘T(n)_{23n—1_1 n>0

_9.an—1 <
i) 1< 2] <3 x(n):{_i Tons)

-2-3""'41 , n<0
iii) 2| <1: m(n):{o n >0

5. Ispitati da li postoji niz x(n) ¢ija je z transformacija funkcija
2
22 —52+6
X(z) =212
() 22+1
tacke z.

, 1 ako postoji, odrediti ga u zavisnosti od polozaja
Resenje.

i) 2] <1: z(n)=< 14+5- (=)= | n<0
0 , k>0
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1+5- (—1)"_12_2”_1 ., n>0
i) [z >1: z(n)=<{ 1+5-(=1)" "1z >
0 , n<0

6. Ispitati da li postoji niz x(n) ¢ija je z transformacija funkcija
X(2) =In(1+az'), i ako postoji, odrediti ga za |z| > |a|.

Resenje. Kako je [az7!| < 1, funkciju X(z) mozemo razvirti u
Tejlorov red u okolini nule:

+oo (g~ \n EX (L1)nHgn
In(1+ az_l) = Z (=1 (az") = Z —< D z ",

n n
n=1 n=1

(71)n+1an

Odavde direktono dobijamo da je xz(n) = { 5 » T 2 g_ :
) n 0

7. Koristeéi z transformaciju resiti diferencnu jednacinu:
r(n+2)—3z(n+1)4+2x(n) =0, 2(0)=0, (1) =1, z(n) =0,n < 0.

Resenje. Delujemo z transformacijom na diferencnu jednacinu.
Z transformacija je linearna, pa vazi jednacina:

Z(x(n+2)) —3Z(x(n+1))+2Z(x(n)) = Z(0).
Predstavimo sve izraze z transformacijom niza z(n), X (z) = Z(z(n)) =

+00
E x(n)z™", imajuéi u vidu pocetne uslove diferencne jednacine.
n=0

Z(x(n+1)) = Zx(n +1)27 " = Zx(n)z_”“ = sz(n)z_” =
400 400
=z Zx(n)z_” + 2z2(0) — zz(0) = sz(n)z‘” = 2X(2).

+o0o +oo +o0

Z(x(n+2)) = Z:L‘(n +2)z7" = Zac(n)z_"Jr2 = 2? Zm(n)z‘" =

n=0 n=2 n=2
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= 22 <Z z(n)z" + 2 tz(1) + 2(0) — 27 tz(1) — x(O))

n=2

+o0
= 2° Zx(n)z’” —z=22X(2) — 2.
n=0
Sada jednacina postaje:
2X(2) —2—32X(2) +2X(2) =0

z
X(Z)222—3z+2

z 2 1
X Z) = = —
() (z—=2)(z—1) z2—-2 2z—-1
Kada primenimo inverznu z transformaciju na funkciju X (z) dobié¢emo
niz x(n) koji je resenje pocetne diferencne jednacine. Niz x(n) definisan
diferencnom jednac¢inom jednak je nuli za negativne indekse n, pa ¢e

oblast konvergencije z trasformacije biti H < 1, tj. |z] > 2. U ovoj
z

oblasti konvergencije funkciju X (z) mozemo razviti u red, i dobijamo
slededi izraz:

2 1 11 2 = <=
X = - - 2” A -n =
2 z1-2 z1-1 z; Z;Z
+00 +00 +o00 +o00
_ Z gnt+l, —n—1 _ Z P Z on ,—n Z ol
n=0 n=0 n=1 n=1
+oo
=> @ -1z
n=1
Dakle, resenje diferencne jednacine je niz x(n) = { =1, ne N_ .
0, neZ



